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Понятие Hyers—Ulam—Rassias-устойчивости (H.U.R.-устойчивости) основано на работах 
[1—3]. В отличие от устойчивости в смысле Ляпунова, H.U.R.-устойчивость уравнения и/
или отображения не связана с ограничениями на начальные условия решений (движения).
В данной работе приведены условия H.U.R.-устойчивости для семейств регуляризо-
ван ных уравнений и семейств уравнений с причинным оператором. Все используемые обо-
значения соответствуют принятым в монографиях [4, 5].
1. Семейство регуляризованных уравнений. Рассматривается семейство регу ля ри зо-
ванных уравнений
0 0( ) ( , ( )), ( ) ( )
n
H cD U t F t U t U t U K Rβ= = ∈ , (1)
где
( )ncU K R∈ , ( ( )
n
cF C R K Rβ +∈ × , ( ))ncK R  и [0,1]β ∈ .
Для семейства уравнений (1) сформулируем определение H.U.R.-устойчивости в сле-
дующем виде.
Определение 1. Семейство уравнений (1) является H.U.R.-устойчивым относительно 
множества функций ( ) ( )nct K RΦ ∈ , если существует постоянная 0CΦ >  такая, что для 
каждого ( ) ( )ncY t K R∈ , для которого
( , ) ( )HD Y F t Y tβ− ⊆ Φ  при всех   t R+∈   и [0,1]β ∈ , (2)
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найдется решение ( ) ( )ncU t K R∈  семейства уравнений (1) такое, что
[ ( ), ( )] [ ( ), ]D Y t U t C D tΦ Φ θ  при всех t R+∈ , (3)
где ( )ncK Rθ ∈  — нулевой элемент множества ( )
n
cK R .
Замечание 1. Определение 1 может быть реконструировано, если вместо условия (2) 
рас сматривать условие 
[ ( ), ] [ ( ), ]YD G t D tθ Φ θ  при всех t R+∈ ,
где ( ) ( , )Y HG t D Y F t Yβ= − .
Очевидно, что множество функций ( ) ( )ncY t K R∈  является решением включения (2), 
если семейство функций ( ) ( )nY cG t K R∈  такое, что
[ ( ), ] [ ( ), ]YD G t C D tΦθ Φ θ  при всех t R+∈
и
( , ) ( )H YD Y F t Y G tβ= +  при всех t R+∈  и [0,1]β ∈ .
Замечание 2. Если множество функций ( ) ( )ncY t K R∈  является решением включения 
(2), то оно является также и решением неравенства
0
0 0
[ ( ) ( , ( )) , ] [ ( ), ]
t t
D Y t Y F s Y s ds C D s dsβ Φ− − θ Φ θ∫ ∫  (4)
при всех t R+∈  и [0,1]β ∈ .
Далее установлены условия H.U.R.-устойчивости семейства уравнений (1).
Теорема 1. Предположим, что:
1) при любом [0,1]β ∈  отображении ( ( ), ( ))n nc cF C R K R K Rβ +∈ × ; 
2) при заданном множестве функций ( ) ( )nct K RΦ ∈  для каждого ( ) ( )
n
cY t K R∈  вы пол-
няется включение
( , ) ( )HD Y F t Y tβ− ⊆ Φ  при всех t R+∈ ;
3) существует функция 1( ) ( , )t L R R+ +λ ∈  такая, что
[ ( , ), ( , )] ( ) [ ( ), ( )]D F t U F t Y t D U t Y tβ β λ  при всех ( , , ) ( ) ( )n nc ct U Y R K R K R+∈ × × ; 
4) существует постоянная 0γ >  такая, что
0
[ ( ), ] [ ( ), ]
t
D s ds D tΦ θ γ Φ θ∫   при всех t R+∈ .
Тогда семейство уравнений (1) H.U.R.-устойчиво относительно множества функций 
( ) ( )nct K RΦ ∈ .
Доказательство. Пусть 0 0( ) ( , , )U t U t t U=  — любое решение семейства уравнений (1) 
с начальными условиями 0 0 ( )
n
cU Y K R= ∈ . Для семейства уравнений (1) имеем
0
0
( ) ( , ( ))
t
U t Y F s U s dsβ= + ∫  (5)
и при условии 2 теоремы 1
0
0 0
( ) ( , ( )) ( ) ,
t t
Y t Y F s Y s ds s ds t Rβ +− − ⊆ Φ ∈∫ ∫ . (6)
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Из (5) и (6), учитывая условия 3, 4 теоремы 1, имеем
β β
⎡ ⎤⎢ ⎥+ + + Φ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫0 0
0 0 0
[ ( ), ( )] ( , ( )) , ( , ( )) ( )
t t t
D Y t U t D Y F s U s ds Y F s Y s ds s ds 
β β
⎡ ⎤⎢ ⎥+ Φ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫
0 0 0
( , ( )) , ( , ( )) ( )
t t t
D F s U s ds F s Y s ds s ds 
β β + Φ θ∫ ∫
0 0
[ ( , ( )), ( , ( ))] [ ( ), ]
t t
D F s U s F s Y s ds D s ds 
0
( ) [ ( ), ( )] [ ( ), ]
t
s D Y s U s ds D tλ + γ Φ θ∫  (7)
при всех t R+∈ . Собирая первое и последнее выражения в оценках (7), получаем
0
[ ( ), ( )] [ ( ), ] ( ) [ ( ), ( )]
t
D Y t U t D t s D Y s U s dsγ Φ θ + λ∫ .
Отсюда находим
0
[ ( ), ( )] [ ( ), ] [ ( ), ] ( )exp ( )
t t
s
D Y t U t D t D s s u du ds
⎛ ⎞
⎜ ⎟γ Φ θ + γ Φ θ λ λ⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫ 
0
0
[ ( ), ] 1 exp ( ) [ ( ), ] 1 exp ( )
t
t t t
s s
D t u du ds D t u du
⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ Φ θ − λ = γ Φ θ − λ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫
0 0
exp ( ) [ ( ), ] exp ( ) [ ( ), ] [ ( ), ]
t
u du D t u du D t C D t
∞
Φ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= γ λ Φ θ γ λ Φ θ = Φ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ , (8)
где 
0
exp ( )C u du
∞
Φ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= γ λ⎜ ⎟⎝ ⎠∫ .
Следовательно, из (8) находим, что
[ ( ), ( )] [ ( ), ]D Y t U t C D tΦ Φ θ  при всех t R+∈ .
Этим теорема 1 доказана.
Замечание 3. Если в условии 2 теоремы 1 множество ( ) ( )ncY t K R∈  является при бли жен ным 
решением семейства уравнений (1), то (3) представляет собой оценку уклонений при бли жен-
ного решения от неизвестного точного решения ( ) ( )ncU t K R∈  семейства урав нений (1).
2. Семейство причинных уравнений. Рассматривается семейство причинных уравнений 
в форме
= = ∈0 0( ) ( , ( ), ( )( )), ( ) ( )
n
H cD U t F t U t QU t U t U K R , (9)
где ( )ncU K R∈ ; ( ( )
n
cF C R K R E+∈ × × , ( ))
n
cK R ; ( , ( ))
n
cE C R K R+=  с нормой 0[ , ] sup
t R
D U D
∈ +
θ = ×
× [ ( ), )]U t θ .
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Приведем определение H.U.R.-устойчивости семейства уравнений (9).
Определение 2. Семейство причиных уравнений (9) является H.U.R.-устойчивым 
относительно множества функций *( ) ( )nct K RΦ ∈ , если существует постоянная * 0CΦ >  
такая, что для каждого ( ) ( )ncY t K R∈ , для которого
*( ) ( , ( ), ( )( )) ( ),HD Y t F t Y t QY t t t R+− ⊆ Φ ∈ ,
найдется решение ( ) ( )ncU t K R∈  семейства уравнений (9) такое, что
*
*[ ( ), ( )] [ ( ), ]D Y t U t C D tΦ
Φ θ  при всех t R+∈ .
Для семейства причинных уравнений (9) имеет место следующее утверждение.
Теорема 2. Предположим, что:
1) ( ( )ncF C R K R E+∈ × × , ( ))
n
cK R , где Q  является причинным оператором, действую-
щим на пространстве E ;
2) при заданном множестве функций *( ) ( )nct K RΦ ∈  для каждого ( ) ( )
n
cY t K R∈  вы пол-
няется включение
*( ) ( , ( ), ( )( )) ( )HD Y t F t Y t QY t t− ⊆ Φ  при всех t R+∈ ;
3) существует функция 1( ) ( , )t L R R+ +μ ∈  и постоянная 0Δ >  такие, что F  удовлет во-
ряет обобщенному условию Липшица
[ ( , , ( )( )), ( , , ( )( ))]D F t U QU t F t Y QY t  ( ) [ ( ), ( )] [( )( ), ( )( )]t D U t Y t D QU t QY tμ + ,
где
[( )( ), ( )( )] [ ( ), ( )]D QU t QY t D U t Y tΔ
при всех ( , , ) ( ) ( )n nc ct U Y R K R K R+∈ × × ;
4) существует постоянная 0γ >  такая, что
* *
0
[ ( ), ] [ ( ), ]
t
D s ds D tΦ θ γ Φ θ∫   при всех t R+∈ .
Тогда семейство причинных уравнений (9) H.U.R.-устойчиво относительно множества 
функций *( ) ( )nct K RΦ ∈ .
Доказательство. Пусть ( ) ( )ncY t K R∈  является решением включения из условия 2 тео-
ремы 2. Из семейства уравнений (9) при 0 0 ( )
n
cU Y K R= ∈  имеем
0
0
( ) ( , ( ), ( )( ))
t
U t Y F s U s QU s ds= + ∫  (10)
и
*
0
0 0
( ) ( , ( ),( )( )) ( )
t t
Y t Y F s Y s QY s ds s ds− − ⊆ Φ∫ ∫  (11)
при всех t R+∈ .
Из соотношений (10) и (11) следует, что
0
0
[ ( ), ( )] ( , ( ), ( )( ))
t
D U t Y t D Y F s U s QU s ds
⎡⎢= +⎢⎣
∫ ,
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*
0
0 0
( , ( ), ( )( )) ( )
t t
Y F s Y s QY s ds s ds
⎤⎥+ + Φ ⎥⎦
∫ ∫ 
*
0 0 0
( , ( ), ( )( )) , ( , ( ), ( )( )) ( ) ,
t t t
D F s U s QU s ds F s Y s QU s ds D s ds
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ Φ θ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ 
*
0
[ ( ), ] ( ( ) ) [ ( ), ( )]
t
D t s D U s Y s dsγ Φ θ + μ + Δ∫  при всех 0t .
Из неравенства
*
0
[ ( ), ( )] [ ( ), ] ( ( ) ) [ ( ), ( )]
t
D U t Y t D t s D U s Y s dsγ Φ θ + μ + Δ∫
следует, что
* *
0
[ ( ), ( )] [ ( ), ] [ ( ), )] ( ( ) )exp ( ( ) )
t t
s
D U t Y t D t D s s u du ds
⎛ ⎞
⎜ ⎟γ Φ θ + γ Φ θ × μ + Δ μ + Δ⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫ 
* *
0
0
[ ( , )] 1 exp ( ( ) ) [ ( ), )] 1 exp ( ( ) )
t
t t t
s s
D t u du ds D t u du
⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟γ Φ θ − μ + Δ = γ Φ θ − μ + Δ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ ∫
* * *
*
0 0
[ ( ), ]exp ( ( ) ) exp ( ) [ ( ), ] [ ( ), ]
t
D t u ds u du D t C D t
∞
Φ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= γ Φ θ Δ μ γ Δ μ Φ θ Φ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫  ,
где
*
0
exp ( )C u du
∞
Φ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= γ Δ μ⎜ ⎟⎝ ⎠∫ .
Таким образом, получаем оценку
*
*[ ( ), ( )] [ ( ), ]D U t Y t C D tΦ
Φ θ  при всех 0t ,
которая требуется определением (2). Этим теорема 2 доказана.
Определенный интерес представляет анализ H.U.R.-устойчивости систем уравнений, 
моделирующих реальные процессы в численном анализе, биологии, экономике и других 
областях, где не рассматриваются ограничения на начальные условия процесса (см. [6], а 
также [7] и библиогр. там).
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УМОВИ HYERS—ULAM—RASSIAS-СТІЙКОСТІ 
СІМЕЙСТВ РІВНЯНЬ
Для сімейства регуляризованих рівнянь і сімейства рівнянь з причинним оператором отримано достатні 
умови Hyers—Ulam—Rassias-стійкості.
Ключові слова: Hyers—Ulam—Rassias-стійкість, сімейство регуляризованих рівнянь, сімейство причин-
них рівнянь.
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THE CONDITIONS OF HYERS—ULAM—RASSIAS-STABILITY 
OF A SET OF EQUATIONS
For a set of regularized equations and a set of equations with causal operators, the sufficient conditions of 
Hyers—Ulam—Rassias-stability are obtained.
Keywords: Hyers—Ulam—Rassias-stability, set of regularized equations, set of equations with causal operators.
